Correction Construction

D’apreés sujet 0 de CAPES 2016

Partie 1:

a. etc. On obtient un rectangle de longueur 10 cm et de largeur 5 cm (/0.5 + 0.5)
b. etc.On obtient un losange de c6té 5 cm et avec un angle aigu de 60 degrés (/0.5 +
0.5)
2. Donner les instructions pour :
a. L=10, a=60 et m=AdAdA (/1)
b. L=2, a=90 et m=AAgAAAgAAgAAA (/1)
c. L=10, a=30 et m=AgggAgAgAgA (/1)

Partie 2 :
a. Unescalier (/1)

b. Un carré de coté 2 (aprés n=4 les traits se superposent) (/1)
2. L=1, a=90, M=AgAdAdAg, n=5. (/1)

Partie 3: (/2)

EtapeO0: —
Etape 1: I

Etape 2 :



DES PANIERS SURPRISES

ELEMENTS DE CORRECTION

Partie A

) . . 0,4x+2,4y=10

On obtient un systéme de deux équations a 2 inconnues qui donne comme
X+y=10

solutionx =7 ety =3 (/1)

. ) . 0,3x+2,4y=10 . .
On obtiendrait le systeme 10 qui donne comme solution (-4 ; 14/3) ce qui n’est

X+Yy=

pas compatible avec le probléme posé. (/1)
0,3x+my =10 {0,3x+my=10 {(m—O,S)y=7
=

On obtiendrait le systéme &
-0,3x-0,3y=-3

X+y=10 X+y=10

On obtient m = Z-i- 0,3

y

Or les différentes possibilités pour y sont :

y=1;x=9etm=7,3
y=2;x=8etm=3,8
y=3;x=7¢etm (= 79/30) n’est pas un nombre décimal ayant deux chiffres apres la virgule
donc ne convient pas
y=4;x=6etm=205
y=5;x=5etm=1,7
y =6;x=4etmn’est pas un nombre décimal ayant deux chiffres apres la virgule donc ne
convient pas
y=7;x=3etm=1,3
y=8;x=3etm (=1,175) n’est pas un nombre décimal ayant un seul chiffre apres la virgule
donc ne convient pas
y=9;x=1etm(=97/90) n’est pas un nombre décimal ayant un seul chiffre aprés la virgule
donc ne convient pas
Conclusion : les seules compositions du panier de Martin sont :

- 9 objets a 0,30€ I'unité et 1 objet a 7,3 € I'unité.

- 8 objets a 0,30€ I'unité et 2 objets a 3,8 € ['unité.

- 6 objets a 0,30€ ’unité et 4 objets a 2,05 € ['unité.

- 5 objets a 0,30€ I'unité et 5 objets a 1,7 € "unité.

- 3 objets a 0,30€ 'unité et 7 objets a 1,3 € I'unité. (/2 ; 0,5 systeme, 0,5

exprimer m, 1 les solutions)

Partie B.

1.

a. Onpose x le nombre d’articles a 0,50 € I’unité et y le nombre d’articles a 2,50 €
I’unité et z le nombre d’articles a 2 € I’unité. (/0,5)

b. On obtient un systéme de deux équations a trois inconnues :
{0,5x+2,5y+22 =50 {x+5y+4z =100 {—3x+ y =-100 {y =3x-100

= = =
X+Yy+2=50 4x+4y+4z =200 X+Yy+2z=50

On en déduit que y = 3x -100 (/0,5)

c. Onsaitquey>0donc 3x—100>0etx+ y<50donc 4x— 100 < 50 ce qui donne
33 < x < 38. Les différentes compositions du panier sont donc :
- 34 objets a 0,5€, 2 objets a 2,5 objets et 50-2-34 = 14 objets a 2 euros

X+Yy+2z=50
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- 35 objets a 0,5€, 5 objets a 2,5 objets et 50-5-35 = 10 objets & 2 euros
- 36 objets a 0,5€, 8 objets a 2,5 objets et 50-8-36 = 6 objets a 2 euros
- 37 objets 2 0,5€, 11 objets a 2,5 objets et 50-11-37 = 2 objets a 2 euros (/1)

Dans ce cas, on obtient :

{0,3x+1,2y+2,52 :50©{0,3x+1,2y+2,52 =50 <:>{2,2x+1,3y:75 :751—2’2)(
X+Yy+2=50 2,5X+2,5y+2,52 =125 X+Yy+2z=50 x+y+z’:50
On a donc bien démontré que y = 751—22)( (/0,5)
05) )

Variables : X, y et z sont des nombres réels

Initialisation : x prend la valeur 1

Traitement : Tant que x < 50

7,5-2,2x
1,3
Siy est un nombre entier naturel

y prend la valeur

strictement positif alors
z prend la valeur 50-x-y
Afficher x, y et z
Fin si
x prend la valeur x+1
Fin tant que

Avec le tableur de la calculatrice, on rentre la fonction
75-2,2x%
1,3
pour x variant de 1 a 48 et on ne retient que les valeurs entiéres positives de la
fonction inférieures a 50. On trouve :
- x=14 y=34
- x=27 y=12
Les différentes compositions du panier sont donc :
- 14 objets a 0,3€ et 34 objets a 1,2€ et 2 objets a 2,5€
- 27 objets 4 0,3€ et 12 objets a 1,2€ et 11 objets a 2,5€ (/1)

F définie par F(x) =

a. On obtient un systeme de deux équations a trois inconnues :

_ 50(m-1) - (m-0,3)x

0,3x+1,2y+mz =50 0,3x+1,2y+mz =50 (m=0,3)x+(m-1,2)y =50m—-50 =50(m-1) y
f=— = =
X+y+z=50 mx+my +mz =50m X+y+z=50

On obtient bien le résultat demandé. (/1)

m-12

X+Yy+z=>50
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Variables : X, y1,y2 et z1 et z2 sont des nombres réels
m est un nombre réel

Initialisation : x prend la valeur 1

Traitement : Tant que x < 50
y1 prend la valeur 13—;"

Siyl est un nombre entier naturel strictement positif alors
z1 prend la valeur 50-x-y1
Afficher x, yl et z1
Finsi
y2 prend la valeur w
Si y2 est un nombre entier naturel strictement positif alors
z2prend la valeur 50-x-y2
Afficher x, y2 et z2
Fin si

x prend la valeur x+1
Fin tant que

On trouve :m=1,3, x=12, y=30, z=8 ;
m=1,4, x=12, y=34, z=4 ,;

m=1,3; x=13 ; y=20 ; z=17 ;
m=1,3; x=14 ; y=10; z=26 ;

m=1,4 ; x=14 ; y=23 ; z=13 ;

m=1,4; x=16 ; y=12 ; z=22 ;

m=1,4 ; x=18 ; y=1; z=31.(/1)



L’arbre de Stern-Brocot (/10)

Corrigé et bareme.

1) Arbre de Stern-Brocot.

Définition : On appelle fraction médiante de deux fractions, la fraction qui est le quotient des numérateurs
additionnés et des dénominateurs additionnés des deux fractions de départ. Pour des entiers a, a’, b, b’ on

a .. a L . a . a a_.a a+a
note — @ — la médiant —et—.0On nc: —-@— =
oebGBb,a édia edebetb, On a donc bGBb, P

13 7 200 4 .37 .11 48
1 —Pp—=—=-et—Pp—=—=1.
) (/0,5) 36912 15 3e 116937 48

2) (/1+/1) a)b) Cf annexe.

14 !
3) Soit deux fractions d’entiers positifs % et % avec% < % et b comme b’ non nuls
4
a) (/0,5) % < % en multipliant par bb’ strictement positif on a: ab’ < a’b d’ou: a’b — ab’ > 0.
ata’

oy a(b+b") <bla+a') < ab’ <a'b de méme pour l'autre

a _a, a a
b) (/0,5) 5 < 369? & > <
P . a _a_ a a'
membre, d’ou le résultat : 5 < ZEB? < W
) Une base pour écrire les fractions.

1) (/0,5) GGD correspond a 2/5

2) (/0,5) 7/3 se code en DDGG et 1/7 en GGGGGG

3) (/1) D’apréslel.3.b, comme 13/6 > 2, aprés D et étre arrivé a la fraction 2/1 il faudra aller a droite (D),
et comme 13/6 < 3/1, il faut ensuite aller a gauche. Son code commence donc bien par DDG. Cela nous
ameéne a comparer 13/6 successivement avec 5/2 (G), 7/3 (G), 9/4 (G), 11/5 (G), pour arriver a 13/6.
Son code est donc : DDGGGGG.

4) (/1) Pour n entier naturel non nul on note x,, la fraction correspondant a A4,,. On trouve :
x1=2/1,x,=3/2,x3=5/3,x4,=8/5, x5=13/8, x¢=21/13, x;,=34/21, x3=55/34. Chaque fraction est
la médiante des deux précédentes.

lll) Opérations sur le code et les fractions.

(1) On met un D au début du mot: M + DM. (2) On échange les lettres D et G du mot: M+ M.

1) (/2) Cftableau en annexe.
2) (/0,5) Pour un mot M quelconque on conjecture : F(DM)=1+ F(M) et F(M)=1/ F(M).
3) (/1) On ala relation de récurrence pour tout n naturel non nul : A,,,; = DA,, qui donne :

1
xn+1 =1 +;.

Pour aller plus loin : On a pu reconnaitre la suite des quotients successifs de la suite de Fibonacci dont la limite est le nombre d’Or qui
est irrationnel. Plus généralement on peut prouver que toutes les fractions apparaissent dans cet arbre et que le codage gauche droite
correspond a I’écriture en fraction continue. Les nombres irrationnels sont ceux qui ont un codage illimité. Il est aussi intéressant de
remarquer que le codage gauche droite est bien modélisé par le produit matriciel si on considere les matrices :

G = G 2) etD = ((1) 1) On a alors par exemple la fraction 5/3 qui correspond a (g) qui est codée par GGD ce qui s’écrit :

=0 DG D6 DO=6)

e  https://fr.wikipedia.org/wiki/Arbre de Stern-Brocot
e  (Concrete Mathematics (2¢ édition) de Ronald Graham, Donald Knuth et Oren Patashnik (ISBN 978-2-7117-4824-2)
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ANNEXE a I'exercice « L'arbre de Stern-Brocot » (Rappel du bareme).

1. 2a) (/1)
01
' 1 0
-
1 ' 1 _ 0
o121
; 1 2 1 1 0 )
.---9-" __.i- .- l s Z l i - g ----- é - “-iu
_ 1 3 2 ] 3 1 2 1 1 0 _
of1[1[2[x1[3]2[3]1[4]3|5]2]5]3]4]1
1 41 3 5 2 5 31 4 1 3 2 311 2 1 1 0
1. 2b) (/1)
O 1
I L 0
1 2
2 1
/N0 /N0 /N /N
1 2 3 3 4 o o 4
A AN AN AN AN AN ARAN
1 2 3 3 4 5 5 4 5 7 8 77 8 75
5 7 8 7 7 8 7 5 4 5 b 4 3 3 2 1
. 1) (/2)
M F(M) DM F(DM) M F(M)
DGD 5/3 DDGD 8/3 GDG 3/5
GDD 3/4 DGDD 7/4 DGG 4/3
DDDD 5/1 DDDDD 6/1 GGGG 1/5
GGGG 1/5 DGGGG 6/5 DDDD 5/1
GGGD 2/7 DGGGD 9/7 DDDG 7/2
GDGD 5/8 DGDGD 13/8 DGDG 8/5




